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ºené na maximalizácii výnosu. Ako benchmark sme pouºili rovnomerne rozloºené
portfólio. Posledným skúmaným portfóliom bolo portfólio zloºené z jedného akci-
ového indexu. Na základe rôznych mier rizika zhodnotíme výhodnos´ jednotlivých
stratégií. Medzi pouºité miery rizika patrili smerodatná odchýlka, Value at Risk
a Conditional Value at Risk. V²etky optimaliza£né úlohy boli rie²ené pomocou
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Abstract: This work is studying the inuence of risk measure selection on per-
formance of a portfolio in eight dierent optimization strategies. In time horizon
of twelve years, we are examining protability and riskiness of these strategies.
Three of the above mentioned strategies are based on Markowitz portfolio theory.
Another three of them are based on yield maximalization. As a benchmark we
are using an equally distributed portfolio . The last strategy used is portfolio
consisting of a stock index. On the basis of dierent risk measure we are trying
evaluate protability of individual strategies. In order to measure the risk, met-
hod of standart deviation, Value at Risk and Conditional Value at Risk have been
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Cie©om kaºdého racionálne premý²©ajúceho investora je dosiahnu´ £o najvä£²í
zisk zo svojej investície a pritom podstúpi´ £o najmen²ie riziko. Preto dnes patrí
riadenie nan£ných rizík medzi jednu z najdôleºitej²ích úloh dobrého investora.
Rastúca neistota nan£ných trhov a nárast volatility tejto úlohe len pridáva na
dôleºitosti.
V tejto práci sa budeme snaºi´ zostavi´ optimálne portfólio pri rôznych mie-
rach rizika. Na²e portfólio bude zloºené z 8 akciových indexov vybraných krajín
a ²tátneho dlhopisu. Budeme ²tudova´ a porovnáva´ jeho jednotlivé vlastnosti,
ktorými sú výnos a riziko. asový horizont, ktorý nás bude zaujíma´ je dlhý 12
rokov. D¨ºkou horizontu zachytávame celý ekonomický cyklus.
Teóriu portfólia vybudujeme na Markowitzovom prístupe, ktorému je veno-
vaná kapitola £íslo 3. Pre vybudovanie samotnej teórie portfólia sú dôleºité aj
niektoré základné znalosti ²tatistických pojmov, ktoré si ozrejmíme v kapitole s
£íslom 2.
Výber miery rizika môºe podstatne ovplyvni´ kon²trukciu portfólia a jeho
výnosnos´. Preto budeme pracova´ s rôznymi mierami rizík. Medzi nami pouºité
miery rizika patrí smerodatná odchýlka, Value at Risk a Conditional Value at
Risk. Pouºité miery rizík su bliº²ie popísané v 4. kapitole.
Empirickej analýze dostupných dát je venovaná kapitola £íslo 5. V kapitole
£íslo 6 budeme interpretova´ na²e výsledky, ktorých dopady si zhrnieme v závere.
V prílohách sa nachádzajú jednotlivé numerické výpo£ty ako aj zdrojový kód
programu, ktorým sme po£ítali samotné rozloºenie na²eho portfólia.
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2 tatistika
2.1 Náhodná veli£ina, momenty, kvantily a korelácia
V tejto kapitole sa oboznámime s niektorými základnými pojmami zo ²tatistiky,
ktoré budeme neskôr vyuºíva´ v ¤al²om texte. Denície sú prevzaté z [3], [4], [5].
2.1.1 Náhodná veli£ina
Denícia 1
σ-algebra je neprázdny systém podmnoºín priestoru , ktorý spl¬uje :
• Ak platí A∈Λ, potom tieº ΩrA∈Λ
• Ak platí A1∈ Λ, A2∈ Λ,...., potom tieº ∪Ai∈ Λ
Nech (Ω,Λ,P) je pravdepodobnostný priestor, kde Ω je priestor elementárnych
javov, Λ je σ-algebra a P je pravdepodobnos´.
Denícia 2
X je náhodná veli£ina práve vtedy ke¤,X je merate©né zobrazenie z (Ω,Λ)→(χ,B),
kde B je σ- algebra podmnoºín χ a χ je výberový priestor .
Inými slovami vzor merate©nej mnoºiny je merate©ný. Reálna náhodná veli£ina
X je funkcia denovaná na priestore Ω, ktorej hodnoty sú reálne £ísla.
2.2 Momenty, kvantily a korelácia
Denícia 3




X (ω) dP (ω) (1)
pokia© integrál na pravej strane existuje.













xkdF (x) , k = 0, 1, 2, ... (3)
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a centrálny moment k-teho stup¬a je
µk = E(X − EX)k =
ˆ ∞
−∞
(X − EX)kdF (x) , k = 0 , 1 , 2, ... (4)
pokia© integrály na pravej strane existujú.
Denícia 5
Rozptyl náhodnej veli£iny X je
µ2 = E(X − EX)2 ≡ var X. (5)















Distribu£ná funkcia F náhodnej veli£iny X je denovaná vzorcom
F (x) = P (X < x) , x ∈ R. (9)
Inverznú funkciu k distribu£nej funkcii nazývame kvantilovou funkciou a je de-
novaná nasledujúcim vz´ahom
F−1 (u) = inf {x : F (x) ≥ u} , 0 < u < 1. (10)
Existencia inverznej funkcie je podmienená spojitou a rastúcou distribu£nou fun-
kciou. Hodnoty kvantilovej funkcie sa nazývajú kvantily.
K odhadom vy²²ie spomenutých momentov sa pri práci s reálnymi dátami pouºí-
vajú výberové ²tatistiky, ktoré sú zaloºené na pozorovaniach realizácie x1, x2, ...xN
náhodnej veli£iny X. Predpokladáme, ºe pozorovania sú nezávislé a rovnako roz-
delené. Medzi £asto pouºívané výberové ²tatistiky patria výberový priemer - X,















S2 , pre N > 1.
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V prípade, ºe máme viac náhodých veli£ín X1, X2, ...XN , ktorých vlastnosti nás
zaujímajú, pouºívame pre nich viacrozmerné momenty.
Kovariancia náhodných veli£ín Xi a Xj je denovaná
σij = cov (Xi, Xj) = E [(Xi − EXi) · (Xj − EXj)] . (11)
Kovariancia popisuje závislos´ medzi náhodnými veli£inami.
Korelácia alebo korela£ný koecient náhodných veli£ín Xi a Xj je denovaný
vzorcom




za predpokladu, ºe varXi, varXj > 0.
Korelácia je normovaná kovariancia. Môºe nadobúda´ hodnoty medzi -1 a 1. Ko-
relácia blízko 0 indikuje, ºe náhodné veli£iny nie sú medzi sebou závislé. Naopak
korelácia blízko 1 znamená, ºe náhodné veli£iny majú medzi sebou ur£itý vz´ah.
Korelácia blízko 1 hovorí, ºe ak rastie jedna náhodná veli£ina, tak potom podob-
ným spôsobom rastie aj druhá náhodná veli£ina. Korelácia blízko -1 zase hovorí,
ºe ak rastie jedna náhodná veli£ina, tak druhá podobným spôsobom klesá.
Kovarian£ná matica náhodných veli£ín X1, X2, ...XN má tvar
Σ =





σN1 . . . σNN
 . (13)
Korela£ná matica náhodných veli£ín X1, X2, ...XN má tvar
ρ =





ρN1 . . . 1
 . (14)
Denícia 7
Reálna symetrická matica A je pozitívne denitná, ak pre kaºdý vektor x ̸= 0
platí xTAx > 0.
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Ako u jednorozmerných náhodných veli£ín pouºívame výberové ²tatistiky, tak
poznáme aj výberové ²tatistiky viacrozmerných náhodných veli£ín. Tieto výbe-
rové ²tatistiky sú zaloºené na pozorovaniach xi1, xi2, ...xiN a xj1, xj2, ...xjN ná-

















V arXit · V arXjt
(16)
za predpokladu, ºe rozptyly sú nenulové.
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3 Markowitzova teória portfolia
Markowitzova teória portfólia vznikla v roku 1952. Jej autorom je Harry Marko-
witz, ktorý vtedy publikoval £lánok v £asopise The Journal of Finance. Markowitz
vo svojej práci upozornil na to, ºe v úlohe optimalizácie portfólia hrá doleºitú
rolu aj riziko zmeny výnosov portfólia. Do tejto doby sa za optimálne portfólio
povaºovalo portfólio maximalizujúce zisk bez oh©adu na riziko zmeny výnosov.
Vychádzal z predpokladov, ºe investor pozná o£akávaný výnos portfólia a riziko
zmeny výnosov portfólia. Tieto informácie mali slúºi´ pre jeho lep²ie rozhodovanie
sa pri optimálnom výbere portfolia. Jeho poh©ad na investi£nú stratégiu vniesol
do investovania vä£²í dôraz na diverzikáciu portfólí. Samotná diverzikácia má
slúºi´ k zniºovaniu rizika, ktoré investor pri obchodovaní podstupuje.
3.1 Markowitzov model
Základným predpokladom Markowitzovho modelu je ecientný, tj. ú£inný, trh.
Trh sa nazýva ecientný ak sp¨¬a nasledujúce predpoklady. Vo©ne prevzaté z [1].
• Investor sa rozhoduje iba na základe informácií o o£akávaných výnosoch a
kovarian£nej ²truktúre výnosov
• Investor sa pri rovnakom riziku rozhoduje pre portfólio s vy²²ím výnosom
• Investor sa pri rovnakom o£akávanom výnose rozhodne pre portfólio s men-
²ím rizikom
• Aktíva sú nekone£ne delite©né
• Investi£ný horizont je jedno obdobie (statické)
• Neuvaºujú sa ºiadne transak£né náklady £i dane
• Pre v²etkých dlºníkov a verite©ov existuje len jedna bezriziková úroková
miera
• V²etky aktíva sú obchodovate©né
• Predaje nakrátko (short sell) sú povolené. V niektorých modeloch môºu
by´ tieto predaje zakázané. Predaj nakrátko znamená predaj aktiva, ktoré
nevlastním a tým si vlastne poºi£iavam prostriedky, ktoré investujem do
iných aktiv. V na²ej práci predaje nakrátko nepovo©ujeme
• iadny z investorov nemôºe podstatne ovplyvni´ výnosy
• V²etci investori majú rovnaký prístup ku v²etkým informáciam
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Investor sa snaºí o výber portfólia, ktoré maximalizuje jeho o£akávaný výnos a
minimalizuje riziko.
3.2 Kon²trukcia optimálneho portfólia
Portfóliom nazývame ur£itú skupinu aktív. Nech máme N aktív. Potom vektor
x =(x1, x2..., xN)
T predstavuje na²e portfólio a zloºky vektora x predstavujú
mnoºstvo investovaných prostriedkov do n-tého aktíva. Predpokladajme, ºe na²e
maximálne mnoºstvo investovaných prostriedkov v celom portfóliu je 1. Potom
musí plati´
∑N
i=1 xi = 1. Zapísané vo vektorovom tvare 1
Tx =1. V²eobecne v²ak
maximálne mnoºstvo prostriedkov môºe odpoveda´ akémuko©vek mnoºstvu, ktoré
investor investuje do svojho portfólia.
Na²u náhodnú veli£inu v tomto prípade budú predstavova´ výnosy jednot-
livých aktív. Výnosy ozna£me ako ρ = (ρ1, ρ2..., ρN). Výnos portfólia, ktoré je
reprezentované mnoºstvom x =(x1, x2..., xN)
T , sa potom vypo£íta ρP = ρTx.
O£akávaný výnos jednotlivých aktív v portfóliu je stredná hodnota výnosov r =
Eρ =(r1, r2..., rN)
T . Z toho jednoducho dostávame vzorec na výpo£et o£akáva-
ného výnosu portfólia rP = EρP = xTEρ. Pre rozptyl výnosu portfólia platí
σ2P = var ρ
Tx = xTV x. V = (σij) predstavuje kovarian£nú maticu výnosov,




Pre nedostatok informácií o rozdelení náhodnej veli£iny popisujúcej výnosy
aktiv sa v praxi pouºívajú výberové ²tatistiky, ktoré sme denovali v druhej
kapitole. Pomocou historických dát moºeme potom odhadnú´ kovarianciu medzi
výnosami aktív, korela£ný koecient, priemerný výnos a vý²ku rizika. Riziko si
bliº²ie popí²eme v nasledujúcej kapitole 4.
Na základe poznatkov o o£akávanom výnose portfólia a kovarian£nej ²truktúre
výnosov sa dostávame k optimaliza£nej úlohe
minxTV x (17)
za podmienok 1Tx =1 a rTx = µ, kde µ je pred tým poºadovaný o£akávaný výnos
portfólia. Investor sa teda snaºí dosiahnu´ výnos, pre ktorý platí ri ≥ µ kde i =
1, 2, ..., N za predpokladu minimalizácie rizika. Toto portfólio budeme v ¤al²om
texte ozna£ova´ ako MVP z anglického minimum-variance portfolio.
Táto optimaliza£ná úloha sa dá interpretova´ aj iným spôsobom, ktorý je
zaloºený na maximalizácii Sharpe-ovho pomeru. Sharpe-ov pomer je pomer o£a-
kávaného výnosu portfolia a rizika portfólia to je rP
σP
. To znamená, ºe £ím men²ie







za podmienky 1Tx =1.
V oboch prípadoch e²te predpokladáme, ºe matica V je pozitívne denitná
alebo aspo¬ pozitivne semidenitná. Predaje na krátko môºu by´ zakázané ale aj
povolené. Záleºí na zvolenej stratégii investora. Ako uº bolo spomenuté v podka-
pitole 3.1 v na²ej práci predaje nakrátko nepovo©ujeme.
3.3 V²eobecné rie²enie minimaliza£nej úlohy
Zaujíma nás v²eobecné rie²enie minimalizácie funkcie
minxTV x
za podmienok 1Tx =1 a rTx = µ, kde µ je vopred poºadovaný výnos. Budeme
postupova´ pod©a [1]. V²eobecné rie²enie potom dostávame nasledujúcim spôso-
bom. Budeme predpoklada´, ºe V je pozitívne denitná a vylú£ime prípad ke¤
r = k1 pre nejaké kon²tantné k. V tomto prípade je rie²enie jednoduché. Vybe-
rieme len jedno aktívum, ktoré má najmen²ie riziko. K dosiahnutiu poºadovaného
výsledku pouºijeme metódu Lagrangových multiplikátorov. Lagrangova funkcia
má v na²om prípade tvar
L (x, λ1, λ2) = x









Ke¤ºe h©adáme minimum funkcie pouºijeme jej deriváciu, ktorú poloºíme rovno
nule. Potom dostávame rovnicu
∂
∂x





Poloºme teraz A = 1TV −11 , B = 1TV −1r , C = rTV −1r a nakoniec ∆ =
AC − B2. Platí A > 0, C > 0, a∆ > 0 plynie z Schwarzovej nerovnosti1 ak





i=1 | xi |2
∑n
j=1 | yj |2
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z po£iato£ných podmienok
1Tx =1 = λ1A+ λ2B
rTx = µ = λ1B + λ2C




Teraz si rozoberieme dva prípady, ktoré závisia na tom aká je hodnota B. V
prvom prípade budeme predpoklada´, ºe platí B = 1TV −1r = 0. To v praxi nie















V druhom prípade si ukáºeme rie²enie pre MVP ak B = 1TV −1r ̸= 0. Zadenu-
jeme si pomocné premenné x1 = V
−11
1TV −11
a x2 = V
−1r
1TV −1r









Nakoniec poznamenajme, ºe x1 a x2 sú závislé na poºadovanom výnose µ ale váhy
portfólia na ¬om nezávisia.
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4 Riziko
Finan£né operácie na trhoch sú ovplyv¬ované rôznymi náhodnými udalos´ami. To
spôsobuje, ºe sa do nan£ných operácii vná²a riziko. V²eobecne môºeme riziko
denova´ ako merate©nú moºnos´, ºe budúcnos´ môºe by´ iná ako predpokladáme.
Samotné riziko môºe by´ chápané rôznymi spôsobmi. Niekto ho môºe chápa´ len
ako hrozbu, zatia© £o iný v ¬om môºe vidie´ nielen hrozbu ale aj príleºitos´ vyuºi´
situáciu, ktorá nastane.
4.1 Delenie rizík
Riziko môºeme rozdeli´ do troch dôleºitých kategórií a to na nan£né, obchodné
a strategické riziko. Obchodné riziko je riziko, ktoré je ²pecické pre trh, na
ktorom rma pôsobí. Patrí tam napríklad riziko konkurencie a riziko reputácie.
Strategické riziko je riziko, ktoré závisí na zmenách v ekonomickom a politickom
prostredí. Týmito dvoma rizikami sa v²ak ¤alej zaobera´ nebudeme. Bliºsie si
²pecikujeme len nan£né riziko, ktoré je pre nás najzaujímavej²ie.
Rozdelenie nan£ných rizík je vo©ne prevzaté z [4]. Finan£né riziká môºeme roz-
deli´ do nasledujúcich skupín
• kreditné riziko - je riziko straty kedy zmluvná strana nedokáºe pokry´ svoje
záväzky v stanovenej £asovej lehote a v plnej vý²ke
• trºné riziko - je riziko straty, ktoré vyplýva zo zmien cien aktív a pasív alebo
zmien trºných mier
 menové - vyplýva z citlivosti aktív a pasív na menové kurzy
 úrokové - vyplýva z citlivosti aktív a pasív na úrokové sadzby
 komoditné - vyplýva z citlivosti aktív a pasív na zmeny cien komodít
 akciové - vyplýva z citlivosti aktív a pasív na zmeny cien akcií
• opera£né riziko - je riziko straty, ktoré vzniká dôsledkom ©udského zlyha-
nia, nevhodnými alebo chybnými vnútornými predpisami alebo zlyhaním
systému
• likvidné riziko - je riziko straty, ktorého dôsledkom je nedostatku pe¬aºných
prostriedkov
• právne riziko - je riziko straty, ktorého dôsledkom je právne nepresadenie
alebo poru²enie poºiadavkov protistrany
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V tejto práci sa budeme zaobera´ iba trºným rizikom, ktorého sú£as´ou je ri-
ziko akciové. Pre samotné vy£íslenie alebo zmeranie ve©kosti rizika portfólia sme
pouºili tri rôzne miery rizika - smerodantú odýchlku, Value at Risk a Conditi-
onal Value at Risk. S jednotlivými mierami sa bliº²ie zoznámime v nasledujúcich
podkapitolách.
4.2 Smerodatná odchýlka ako miera rizika
Smerodatná odchýlka (volatilita) je jednou z najjednoduch²ích mier, ktorou mô-
ºeme mera´ riziko. Riziko v na²om prípade predstavuje zmena o£akávaného vý-
nosu portfólia. Smerodatná odchýlka vyjadruje rozptyl okolo strednej hodnoty.
To znamená ºe, volatilita nám udáva akýsi odhad toho ako môºu by´ skuto£né
miery výnosov vzdialené od ich o£akávanej hodnoty.









, N > 1.
Pri výpo£te volatility portfólia sa musí e²te zoh©adni´ vzájomný vz´ah medzi




kde x je vektor investovaného mnoºstva v portfóliu a V je kovarian£ná matica
výnosov.
Zisti´ budúce chovanie volatility výnosov je £asto k©ú£ová informácia pre inves-
tora. Na základe svojej predpovede volatility môºe v£as reagova´ a prispôsobi´
svoje portfólio, tak aby minimalizoval svoje riziko. Pre predikcie volatility sa po-
uºívajú rôzne metódy, medzi ktoré napríklad patria:
- metóda k¨zavých priemerov
- modely GARCH a ARCH
- metóda exponenciálneho vyrovnávania
4.3 VaR - Value at Risk
Value at Risk je miera rizika, ktorá vyjadruje maximálnu moºnú stratu, ktorú
môºeme realizova´ na na²om portfóliu za ur£ité obdobie na danej hladine spo-
©ahlivosti. Na danej hladine nebude nikdy maximálna strata vä£²ia ako Value at
Risk. Matematicky to môºeme pod©a [7] denova´ nasledujúcim spôsobom.
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Denícia 8
Nech L je náhodná veli£ina vyjadrujúca stratu portfólia a α ∈ (0, 1). Potom
denujeme V aRα predpisom
V aRα = inf {l ∈ R : P (L > l) 5 1− α} . (19)
tandartne sa V aR po£íta na obdobie d¨ºky jedného d¬a a na hladine spo©ahli-
vosti 95%, 97,5% alebo 99%. Na obrázku 1 je znázornená V aR gracky.
V aR nevieme spo£íta´ presne, pretoºe rozdelenia náhodných veli£ín v praxi nie
sú známe. Hodnoty V aR môºeme v skuto£nosti len odhadnú´. Pri samotných
odhadoch je ve©mi dôleºité ako ur£i´ α kvantil. Medzi metódy výpo£tu V aR ,
ktoré sú v praxi naj£astej²ie pouºívané patria nasledujúce metódy
- metóda variancie -kovariancie
- metóda Monte - Carlo
- metóda historickej simulácie
V aR nesp¨¬a axiom S (vi¤ nasledujúca podkapitola), ktorý ur£uje, ºe miera ri-
zika dvoch náhodných veli£ín je vºdy men²ia alebo rovná ako sú£et mier rizík
kaºdej náhodnej veli£iny zvlá²´. Táto vlastnos´ je nutná z poh©adu diverzikácie
portfólia. Preto V aR nie je koherentnou mierou rizika.
V praxi patrí V aR medzi jeden z najpouºívanej²ích nástrojov na odhadovanie
expozície rizika. Jej výhody môºeme zhrnú´ v nasledujúcich bodoch
• V aR poskytuje informáciu o vý²ke rizika pomocou jedného £ísla, takºe ju
môºeme ©ahko interpretova´
• Miera V aR je pouºite©ná pre v²etky typy in²trumentov
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• Jednotka V aR je rovnaká ako jednotka týchto in²trumentov
Tak ako má svoje výhody má aj nevýhody medzi ktoré patria
• V aR je £asto odhadovaná na základe historických dát a preto nezah¯¬a
budúce extrémne straty
• V aR môºe by´ za´aºená ve©kou ²tatistickou chybou
• V aR udáva iba hodnotu, ktorú strata s danou pravdepodobnos´ou nepre-
siahne. Nevypovedá ni£ o strate ak bude táto hodnota prekro£ená
Spomenuté nevýhody môºeme odstráni´ doplnením V aR o výsledky stresových
testov alebo pouºitím inej miery rizika.
4.4 CVaR - Conditional Value at Risk
Ako sme v minulej podkapitole uviedli medzi jednu z ve©kých nevýhod V aR
patrí, ºe udáva iba hodnotu, ktorú strata s danou pravedepodonos´ou neprekro£í.
Nás v²ak £asto zaujíma aj situácia ke¤ je táto hodnota prekro£ená. CVaR patrí
medzi miery, ktoré túto skuto£nos´ zoh©ad¬ujú. CVaR je niekedy nazývaná aj
ako o£akávaná extrémna strata (expected shorfall). CVaR je koherentnou mierou
rizika. Vlastnosti koherentnej miery boli publikované v [6] , kde boli formulované
ako súbor matematických axiómov. Ozna£me ρ ako rizikovú mieru. Potom pod©a
[6] máme:
Axióm T : Translačná invariancia - Nech X je náhodná veli£ina. Potom pre
kaºdé X a pre kaºdé α ∈ R platí ρ (X + α) = ρ (X) − α tj., pokia© do portfólia
pridám zaru£ený zisk zníºim stratu
Axióm S : Subaditivita - Nech X a Y sú náhodné veli£iny. Potom pre kaºdé X
a kaºdé Y platí ρ (X + Y ) 5 ρ (X) + ρ (Y )
Axióm PH : Pozit́ıvna homegenita - Pre kaºdé λ = 0 a nejakú náhodnú veli£inu
X platí ρ (λX) = λρ (X)
Axióm M : Monotónia - Nech X a Y sú náhodné veli£iny. Potom pre kaºdé X
a Y , ktoré sp¨¬ajú X 5 Y platí ρ (X) 5 ρ (Y )
Axióm R : Nezápornost́ - Nech X je náhodná veli£ina. Potom pre kaºdé X,
ktoré sp¨¬a X < 0 platí ρ (X) > 0
Inými slovami môºeme axiómy interpretova´ nasledujúcim spôsobom. ím
rizikovej²ie je portfólio, tým vä£sia by mala by´ aj miera rizika tohoto portfólia.
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Pridaním bezrizikového aktíva do portfólia by sa absolútna riziková miera meni´
nemala. Pri zvä£²ení investície do niektorého z aktív by sa jeho riziková miera
mala úmerne zvä£si´.
Denícia 9
Miera rizika, ktorá sp¨¬a axiómy T, S, PH a M sa nazýva koherntnou mierou.
Denícia 10
Nech L je náhodná veli£ina vyjadrujúca stratu portfólia a α ∈ (0, 1). Potom
denujeme CV aRα predpisom
CV aRα (L) = E[L | L > V aRα (L)] (20)
CV aRα (L) teda odpovedá priemeru v²etkých strát L, ktoré prevy²ujú ve©kos´
V aRα (L) na hladine spo©ahlivosti α. V praxi v²ak zatia© CV aRα nie je tak
uchytenou mieru rizika akou je to v prípade miery V aR.
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5 Empirická analýza dát
5.1 Algoritmus výpo£tu
V tejto práci sme pouºili dáta 8 medzinárodných akciových indexov, ktoré repre-
zentujú takmer celý svet. Medzi pouºité indexy patrili: Austrália, Brasília, eská
republika, Nemecko, ína, Japonsko, Rusko a USA a ²tátny dlhopis, ktorý indiko-
val bezrizikovú zloºku portfólia. K analýze boli pouºité indexy MSCI Free. Sú to
indexy obsahujúce denné hodnoty cien indexov vyspelých trºných ekonomík ale
aj ceny niektorých rozvojových trºných ekonomík. Hodnoty jednotlivých indexov
sú v rovnakej mene, ktorou je americký dolár. V²etky optimaliza£né výpo£ty boli
realizované v programe Mathematica.
asové obdobie 12tich ro£ných periód za£ína v roku 1998 a kon£í v roku 2009.
Ro£ná perióda predstavovala 250 obchodovate©ných dní. Pre výpo£et jednotlivých
²tatistických ukazovate©ov sme pouºili medzidenné výnosy spomenutých indexov




kde rt je percentuálny výnos v £ase t a Pt predstavuje ve©kos´ hodnoty daného
indexu v £ase t, podobne Pt−1.
Samotné odhady pre rozloºenie portfólia boli realizované nasledujúcim spôso-
bom. Prvý rok obchodovate©ných dní bol pouºitý pre odhad rozloºenia portfólia
v nasledujúcom roku. To znamená, ºe z £asovej rady medzidenných výnosoch
pouºitých indexov prvého roka sme si spo£ítali kovarian£nú a korela£nú maticu
medzi týmito indexami. Takisto sme spo£ítali pre prvý rok miery rizika tj., sme-
rodatnú odchýlku, Value at Risk a Conditional Value at Risk pouºitých indexov.
VaR a CVaR boli po£ítané na hladine po©ahlivosti 95%. Na základe optimalizácie
sme potom dostali optimálne rozloºenie portfólia, ktoré sme zainvestovali po£as
druhého roka. Pre odhad rozloºenia portfólia v tre´om roku sme vyuºili histo-
rickú radu medzidenných výnosov prvých dvoch rokov, na ktorej sme si spo£ítali
kovarian£né a korela£né matice a vy²²ie zmienené hodnoty rizík. Výsledok opti-
malizácie rozloºenia portfólia sme aplikovali na tretí rok. Podobným postupom
sme pokra£ovali pri ¤al²om odhadovaní rozloºenia portfólia v ¤al²ích rokoch. To
znamená, ºe odhad rozloºenia portfólia pre ²iesty rok bol po£ítaný na základe
historických pozorovaní d¨ºky prvých piatich rokov.
Benchmarkom pre porovnávanie pouºitých optimalizácií bolo pre nás portfó-
lio s rovnomerným rozloºením mnoºstva investovaného do jednotlivých aktív (V
¤al²om texte budeme pouºíva´ názov benchmark). Mnoºstvo investovných pros-
triedkov jedného indexu u £isto akciového portfólia predstavovalo pribliºne 13%.
20
Pokia© uvaºujeme zmie²ané portfólio, potom mnoºstvo investovaných prostried-
kov do jedného indexu tvorilo pribliºne 11%.
5.2 Pouºité spôsoby optimalizácie
Pre spôsob výpo£tu rozloºenia portfólia v jednotlivých periódach sme pouºili 8
rôznych optimalizácií. Ani v jednom prípade nie sú povolené takzvané predaje
na krátko. To znamená, ºe mnoºstvo investovaných prostriedkov je vä£²ie alebo
rovné nule. Ako uº bolo v predchádzajúcej podkapitole uvedené benchmark patril
k jednej z pouºitých otimalizácií.
Druhou pouºitou optimalizáciou bolo asi najjednoduch²ie moºné rozloºenia
portfólia a to investova´ celé mnoºstvo prostriedkov do jedného indexu. V na-
²om prípade sme investovali do indexu Spojených ²tátov. Toto portfólio budeme
ozna£ova´ index USA.
al²ím spôspobom optimalizácie bola snaha o maximalizáciu zisku portfó-
lia za podmienok, ºe riziko tohto portfólia bude men²ie alebo rovné ako riziko
benchmarku a výnos celého portfólia je vä£²í ako výnos benchmarku. Ke¤ºe sme
pouºívali tri rôzne miery rizika dostávame ¤al²ie tri rôzne optimalizácie, ktoré
budem zna£i´ nasledujúcim spôsobom Max SD, Max VaR a Max CVaR. Pod©a
toho aká miera rizika bola zvolená.
Posledné tri optimalizácie sú zaloºené na Markowitzovom prístupe pre opti-
malizovanie portfólia. Tento prístup je zaloºený na minimalizácii rizika za ur£i-








kde xi predstavuje mnoºstvo investovaných prostriedkov do i teho indexu, ρi j
je korelácia medzi výnosami i teho a j teho indexu a yi predstavuje mieru ri-
zika výnosov i teho indexu, ktorú sme pouºili pri výpo£toch rozloºení portfólií.
Pri minimalizácii funkcie sme v prvom prípade zloºenia portfólia (akciové port-
fólio, podkapitola 6.1) e²te poºadovali aby poºadovaný výnos portfólia bol vä£²í
ako výnos benchmarku. V druhom prípade zloºenia portfólia (zmie²ané portfólio,
podkapitola 6.2) sme túto podmienku nahradili podmienkou, ºe poºadovaný vý-
nos portólia mal by´ minimálne 120% výnosu ²tátneho dlhopisu, ktorý portfólio
obsahuje. Táto podmienka výnosu zaru£uje, ºe portfólio nebude tvori´ len ²tátny
dlhopis ale aj zloºka akcií.
Pouºitím smerodatnej odchýlky sme získali jednu optimalizáciu. al²ie dve
sme získali výmenou smerodatnej odchýlky za inú pouºitú mieru rizika tj. VaR a
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CVaR. V ¤al²om texte budeme teda zna£i´ tieto optimalizácie nasledovne mvp
SD, mvp VaR a mvp CVaR vºdy vzh©adom na zvolenú mieru rizika.
Vo v²etkých optimalizáciách prepokladáme 100% menové zaistenie a drºanie
dlhopisu aº do splatnosti. Dlhopis je taktieº povaºovaný za risk-free. Z týchto
dôvodov nás v tejto práci zaujíma iba akciové riziko. Menové, úrokové a kreditné
riziko v práci neuvaºujeme.
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6 Interpretácia výsledkov
V tejto £asti kapitoly sa zameriame na popis výsledkov, ktoré sme na²imi vý-
po£tami obdrºali. Popí²eme správanie portfólia pri vy²²ie spomenutých dvoch
spôsoboch jeho zloºenia.
6.1 Akciové portfólio
Prvým z pouºitých zloºení portfólia bolo portfólio zloºené len z akciových inde-
xov. Pouºili sme 8 indexov spomenutých v kapitole 5.1. V tabu©ke 1 si môºeme
porovna´ jednotlivé ro£né výnosy na²ich testovaných portfólii. Vidíme, ºe do roku
2002 neboli trhy ve©mi stabilné, £o dokazuje striedanie výnosu a straty. Od roku
2002 do roku 2008 vykazuje trh neustály nárast cien akcií a s ním spojenú vý-
nosnos´. V roku 2008, v £ase nan£nej krízy, je prepad cien akcií zna£ne ve©ký. V
nasledujúcom roku po kríze je v²ak opä´ badate©né ve©ké oºivenie trhu a s ním
spojený vysoký výnos.
Ako si v tabu©ke 1 môºme ¤alej v²imnú´ pri spo©ahlivom a rastúcom trende
trhu je benchmark dobrým rie²ením pri investovaní do akcií. Trh má rastúci trend
a benchmark tento trend kopíruje. Pri optimalizáciách, ktoré mali maximalizova´
zisk sú ich výnosy relatívne blízko výnosom benchmarku. Aº na dva roky, tj. 2002
a 2004, je v²ak výnos benchmarku o malú £as´ vä£²í. Optimalizácie zaloºené na
Markowitzovej teórii portfólia majú vo vä£²ine periód men²ie výnosy ale aj men-
²ie straty ako ostatné optimalizácie. Men²ie straty týchto portfólií pozorujeme v
rokoch 2000 a 2008 kedy sa akciovému trhu ve©mi nedarí. Pre lep²iu predstavu
vývoja ro£ných výnosov uvádzame nasledujúci graf. Graf ukazuje, ºe v²etky na²e
pouºité optimalizácie majú ve©mi podobný trend. Najvä£²ie vychýlenie je pozo-
rovate©né u amerického indexu.
23
































Benchmark Max CVaR Max VaR Max SD
MVP CVaR MVP VaR MVP SD Index USA
Av²ak samotný výnos nehovorí ni£ o tom aké podstupuje investor riziko pri
svojom spôsobe investovania. Aj v na²om prípade v²ak platí pou£ka vy²²í výnos
rovná sa vy²²ie riziko. Preto môºeme vypozorova´, ºe pri recesii trhov strácajú
benchmark a portfóliá maximalizujúce výnos najvä£²iu £as´ zo svojho mnoºstva
investovaného do akciových trhov. Nasledujúce tri grafy porovnávajú ve©kos´ ri-
zika medzi benchmarkom a jednotlivým optimalizáciami MVP. Porovnanie medzi
benchmarkom a maximalizáciami neuvádzame, pretoºe hodnoty rizík sú ve©mi
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Benchmark CVaR MVP CVaR
Vidíme, ºe ro£né riziko benchmarku a teda aj max SD, max VaR a Max CVaR
je pre v²etky pouºité miery rizika vä£²ie ako ro£né riziko pre portfólia, kotré mini-
malizujú riziko. Tieº pozorujeme, ºe optimalizácie mvp SD a mvp CVaR strácajú
pri diverzikovanom portfóliu v £ase krízy najmenej. Rozdiel v strate v²ak nie je
oproti benchmarku taký badate©ný, ako by investor, ktorý sa snaºí diverzikova´
svoje portfólio o£akával. Môºme si v²imnú´, ºe americiký index stratil po£as krízy
najmenej av²ak toto portfólio vôbec nediverzikuje riziko. V prípade rozloºenia
svojho majetku iba do akciového portfólia sa vzh©adom na ve©kos´ výnosu a ma-
lému rozdielu medzi podstúpeným rizikom benchmarku a MVP portfólií oplatí
v dlhodobom horizonte investovana´ rovnomerne do v²etkých akcií, ktoré plánu-
jeme vo svojom portfóliu vlastni´. al²ie optimalizáceie uº nepriná²ajú výrazné
zlep²enie výnosnosti porftólia.
Av²ak ºiadna z pouºitých optimalizácií nepriniesla výsledok, ktorý by zaru-
£oval stabilnej²í výnos pri adekvátnej ve©kosti rizika. MVP optimalizácie majú
výrazne niº²ie výnosy ako ostatné portfólia. Pri porovnaní ve©kosti strát v²ak
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rozdiely medzi optimalizáciami nie sú také badate©né ako by sa pri optimalizá-
ciách minimalizujúcich riziko o£akávalo.
Akciové portfólia predstavujú najrizikovej²ie formy investovania a preto sú
vä£²inou vyh©adávané agresívnymi investormi, ktorým podstupovanie ve©kého ri-
zika nevadí a nie sú viazaný záväzkami vo£i svojim klientom.
6.2 Zmie²ané portfólio
V tejto £asti sa zameriame na konzervatívnej²iu stratégiu investovania. Na²e port-
fólio tentokrát nebude obsahova´ len akcie ale aj ²tátny dlhopis, ktorý výrazne
ovplyvní rozloºenie investovaného mnoºstva a ve©kos´ rizika portfólia. Portfólio
bude teda zloºené z 9 rôznych aktív.
Zloºenie portfólia v tomto prípade tvorilo akciové portfólio doplnené bezrizi-
kovým ²tátnym dlhopisom. Pri h©adaní optimálneho rozloºenia portfólia sme v
tomto prípade obmenili aj podmienku na výnos. Tentokrát sme nepoºadovali aby
bol výnos portfólia vä£²í alebo rovný ako priemerný výnos rovnomerného portfólia
ako tomu bolo doteraz. V tomto prípade sme poºadovali aby výnos portfólia tvoril
120% výnosu ²tátneho dlhopisu. Poºiadavok na výnos má zaru£i´ aby portfólio
neobsahovalo iba ²tátny dlhopis ale aj zloºku, ktorú predstavujú akcie.
V tabu©ke 2 máme zhrnuté ro£né výnosy jednotlivých optimalizácií. Môºeme si
v²imnú´, ºe správanie benchmarku a maximalizujúcich portfólií je ve©mi podobné
správaniu akciových portfólií z predchádzajúcej £asti kapitoly. Bezrizikový dlho-
pis v portfóliu zniºuje o malú £as´ výnosy týchto portfólií. Správanie indexu USA
sa nemení. Ve©mi zaujímavé je v²ak chovanie MVP optimalizácií. Môºeme vidie´,
ºe po£as v²etkých rokoch testovania sa výnosy týchto portfólií udrºali v kladných
£íslach. Takýto výsledok sme pri £iste akciovom portfóliu nedosiahli. Ve©mi pozi-
tívnym výsledkom sú kladné výnosy v £asoch nan£nej nestability trhov. V roku
2008 je rozdiel medzi výnosom benchmarku a MVP portfóliami najvýraznej²í.
Benchmark zaznamel stratu vo vý²ke pribliºne 43% pri£om MVP portfólia za-
znamenali pribliºne 2,5% nárast svojej hodnoty. al²ou pozitívnou vlastnos´ou,
ktorá môºe investora zaujíma´ je stabilná výnosnos´ MVP portfólií po£as celej
periódy testovania. Optimalizácie MVP v zmie²anom portfóliu dosahujú vy²²ie
výnosy za adekvátneho rizika.
26
Porvnaním výnosnosti medzi MVP portfóliami zis´ujeme, ºe aº v 7 z 11 po-
zorovaných periód ví´azí MVP VaR. V ostatných 4 periódach patrí prvenstvo
optimalizácii s mierou rizika - CVaR. Smerodatná odchýlka ako miera rizika ne-
zví´azila ani v jednej z periód investovania. To môºe aj napriek malým rozdielom
vo výnosnosti indikova´, ºe VaR a CVaR dokáºu optimálizácie portfólia zpresni´.
V nasledujúcom grafe si môºeme v²imnú´ ve©kú volatilitu výnosv benchmarku a
stabilný vývoj výnosu MVP VaR.

































Medzi ve©mi dôleºitý ukazovate© portfólia patrí aj jeho rizikovos´. V nasledu-
júcich grafoch preto uvádzame porovnanie rizikovosti benchmarku a MVP opti-
malizácií. Môºme pozorova´, ºe portfólia zaloºené na MVP optimalizácii majú
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Benchmark CVaR MVP CVaR
Rozdiely medzi zvolenými mierami rizík sú výrazne vä£²ie ako boli rozdiely u
akciového portfólia. Dôvodom je, ºe optimalizácie MVP majú vo svojom optimál-
nom portfóliu najviac zastúpený práve bezrizikový ²tátny dlhopis, ktorý zniºuje
riziko portfólia. Ve©kos´ zastúpenia rizikovej²ích akcií v portfóliu je podmienené
poºadovanou vý²kou výnosu. Na záver si v tabu©ke 3 2 ukáºeme rozdiely ve©kosti
rizika medzi jednotlivými optimalizáciami pri akciovom portfóliu a zmie²anom
2V tabu©ke 3 znamená A akciové portfólio a B portfólio zmie²ané
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portfóliu. Za zmienku stojí porovnanie ve©kosti rizika portfólií MVP pri akciovom
a zmie²anom portfóliu.
Z poh©adu minimalizácie rizika a o£akávaného stabilného výnosu je pod©a
na²ej analýzy najvýhodnej²ie a najbezpe£nej²ie investovanie do zmie²aných port-
fólií MVP VaR a MVP CVaR. Táto stratégia je vhodná pre investorov, ktorý
musia sp¨¬a´ záväzky ur£itého výnosu vo£i svojim klientom. Základ ich portfólia
je preto tvorený bezrizikovým ²tátnym dlhopisom. Pridaním akcií do portfólia
zvy²ime jeho výnosnos´ ako aj rizikovos´. Zvý²enie výnosnosti portfólia je dôle-




V tejto práci sme sa zaoberali h©adaním optimálneho rozloºenia portfólia na zá-
klade rôznych mier rizika. Medzi nami zvolené miery rizika patrili smerodatná
odchýlka, Value at Risk a Conditional Value at Risk. Zaoberali sme sa dvomi
rôznymi prípadmi zloºenia portfólia. V jednom z nich sme ²tudovali správanie
£isto akciového portfólia. V druhom prípade sa jednalo o zmie²ané portfólio, ktoré
obsahovalo bezrizikový ²tátny dlhopis. Výsledky jednotlivých optimalizácií sme
skúmali z h©adiska ve©kosti výnosu a ve©kosti podstúpeného rizika.
Výsledky akciového portfólia potvrdili h©adisko dlhodobej výnosnoti akcií ale
aj h©adisko ich vysokej rizikovosti. Na základe na²ej analýzy v²ak ani jedna z tes-
tovaných optimalizácií nepriniesla poºadovaný výsledok. Vo vä£²ine periód porazil
optimalizácie dos´ výrazne benchmark. Optimalizácie zniºujúce riziko sniºovali aº
príli² výnosy portfólií a pri nepriaznivom vývoji na trhoch boli ich straty ve©mi
podobné stratám benchmarku a optimalizáciám, ktoré sa snaºili maximalizova´
výnos.
Podstane iné výsledky prinieslo zmie²ané portfólio. Z analýzy je zrejmé, ºe
prítomnos´ bezrizikového ²tátneho dlhopisu v portfóliu umoº¬uje zníºi´ riziko
portfólia a stabilizova´ jeho výnos. V prípade tohto portfólia môºeme kon²tatova´
úspe²nos´ portfólií, ktoré minimalizujú riziko. Po£as celého sledovaného obdobia
dosahovali MVP optimalizácie kladné výnosy, £o je najmä v £ase hospodárksej
krízy ve©mi pozitívny výsledok. Zo samotného porovnania výnosov MVP optima-
lizácií je na tom najlep²ie MVP VaR druhé miesto patrí MVP CVaR a poslednou
je MVP SD. Rozdiely medzi jednotlivými MVP optimalizáciami sú v²ak mini-
málne a preto záleºí na rozhodnutí kaºdého investora zvlá²´. Jednou z výhod
pouºitia VaR alebo CVaR ako miery rizika oproti SD je skuto£nos´, ºe dokáºu
lep²ie kvantikova´ ve©kos´ podstúpeného rizika.
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